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この操作を何度も繰り返していく．実際には5x＝8，2y＝7が成立しているので，
35x＝56＝16yとできる．つまり棒を16回並べると，定規を35回合わせればぴったり
長さが重なる．定規を35回用いた長さが56ということはわかっているので，第三者は
16y＝56という式を得る．よって棒の長さyは
　　　　　　　　56　　7
16y＝56⇒y＝ ｹδ＝7＝3・5
と正確な長さを求めることができる．口
もちろん第諸は・号ということはわかって・・ないので・何回棒を並べたら糊とぴっ
たりと合うのかはわからない．しかし先の説明で述べたように，有理数ならば分数表示さ
れているのだから，いつかは必ずぴったりと定規と重なるところが出てくるのである．有
2実際にはbとdの最小公倍数で良い．
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理数のこのような一種の『巡回性』を用いてビリヤードも考えることになる．しかし次の
疑問がすぐに浮かぶだろう．
疑問　有理数の定規，無理数の棒のときはどのようにして棒の長さを測れば良いか？
残念ながら上の方法では無理数の長さを測ることはできない．そもそも無理数を小数に変
換した場合，循環しない無限小数になるので通常用いる意味での正確な値というのはわか
らない．そこで，無理数を実用として用いる場合，近似値を用いることになる．そこで問
題となるのは，どの程度正確な近似なのか？ということになる．有理数の定規が与えられ
ているときのその近似法を紹介したいが，本筋と離れてしまうため，いずれ機会があれば
書くことにし，ここでは話をビリヤードに進めることにしよう．
5．3正方形のビリヤード
　非常に大雑把に言うと，ビリヤードとは290×160（cm）の台の4隅の穴（コーナーポ
ケット）か長辺の中央にある2つの穴（サイドポケット）の計6つの穴のどこかにボール
を入れる（ポケット）させることが目的のスポーッである．以下のセクションではこのよ
うなビリヤードについて，どのように球を撞けばポケットすることができるのかを数学的
に考えてみる．その準備として次のような問題を考えたい．ただし今回はサイドポケット
は無いものとし，コーナーポケットだけを考えることにする．
＜Case　1＞　サイズが1×1の正方形のビリヤード台について考える．この台におい
て，球を4隅のどこかから打ち出すとき，どのような条件を満たしていたらポケット
することができるだろうか？　ただし台とボール（球）との間には摩擦がないものと
し，ボールの大きさ・穴の大きさは無視することにする．
サイズが1×1の正方形のビリヤード台というのは，単位はcmでもmでも構わない．次
にビリヤードにおいて，球が壁にぶつかったときどのようにクッションするか，反射のルー
ルを明確にしておこう．下図のように定める．
つまり水平面（ぶつかる壁）と角θで入ってきたボールがクッションしたとき，そのクッ
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ションボールも水平面と角θで反射していくと定める．入射角と反射角が等しい，とい
うことを表す図である．
　上の＜Case　1＞のいくつかを図にしてみよう．ただ一口に数学的にビリヤードでポケッ
トするときを考えると言っても，その方法は一つではない．この小論では，高校一年生程
度の数学で考察する，ということを目標としているので，ボールを打ち出す角度による方
法での特徴づけを考えてみたい．また，台の4隅には区別がないので，これからは観測者
から見て左下からボールを打ち出し，そのときにできる水平面との角をθと置くことに
しよう．
　！／
／　θ
　　　　／
　　　／　　　／　　　／
　　／　　／
　／　／　／
／
！
、
＼
、
、
、
、
＼
、
＼
＼
．
！
！
！1
ノ1！
！
θ
へ！　
！
①
②
圃
＼　　　　　　／　＼
＼　　　　　！　　＼
＼　　　　／　　　　＼
　＼　　／　　　　　＼
　　　　　＼＼〉／
　！＼！　 　　　　　　　！
　！　　　＼　　　　　／
／　　　　＼　　　　／
　　　＼　　　！
／　θ　　＼／
③
ここで三角比から一つの記号に登場してもらうことにしよう．
5．3．1直角三角形におけるtanθの定義
　∠CAB＝θであるような辺CAを斜辺とする（∠B＝90°である）直角三角形ABCに
おいて，・a・θ一 曙qと定める・
θ
A
C
B
また，上図のように右下に直角を置き，左下に角θを配置したとき，t・nθ・＝ 鼾穴kさ
と見ることもできる．以後の考察は基本的にこの配置で行なうので，そのような理解をし
ていても構わない．さらに上の定義からわかる一つの事実として，tanθの値は角θには
依存しているが，三角形の大きさに1よ依らない，ということである．つまり・an・e一器
と商（割り算）の形で与えているので，相似比に依らない値になるのである（後述）．
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　例えば［図ユコにおいてtanθの値を調べてみると，正方形の一辺の長さを1としていた
ので①のθでは・anθ一十一1，②のθで・ま・anθ一÷－tということになる．③の
tanθは次のように補助線を引くとわかりやすい．
C
A B，　　B
上図の三角形ABCに注目するとA・一多BC－1であるから・・nθ一÷一号とわかる．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　　　　1
同様に三角形ABCと相似でサイズの小さい三角形A・・C・に注目すると・・nθ一壬一号
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
と同じになる．これが上で述べた『三角形の大きさに依らない』の意味である．
5．3．2　主定理と反射の簡易化
　この小論の大きな目的の一つは，次の定理を示すことである．反射のルール（前々ペー
ジ）やθの定義（左下から打ち出し，水平面との角をθとする）は今後も継続して話を
進める．
　定理1．1×1の大きさの正方形のビリヤード台において，台の4隅から打ち出した
球がポケットする条件はtanθの値が有理数となることである．これは逆も成立する．つ
まりtanθが有理数ならばポケットする．
　上の定理はtanθが無理数のときにはポケットしないことも意味している（なぜ？）．結
局のところ，＜Case・1＞の答えが定理1ということになる．さて，この定理1を証明した
いのだが，そのために『反射』という動きをもう少し考えやすい状態にしておこう．［亘］
の②をまずは考えてみる．
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まず反射面に対して折り返した図を用意し，それを張り合わせる（上図）．その後張り合
わせた鏡像側の最初の反射に至るまでの線を消しておく（次の［函至］におけるABの鏡像
EB参照）．
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すると上図の元々の1×1の正方形のビリヤードでAから打ち出され，Bで反射し，　C
でポケットする軌道は，Aから打ち出されBを突き抜け，　Dに至る，直線の軌道と同一
視することができる．次の図でも考えてみよう・・anθ一gの図である・
D
G
A
F C
E
B
圃
Aから打ち出され，3回反射したあとBにポケットする図である．先と同じように反射
のたびに折り返し（鏡像）を考えてみる．最初の反射では辺BCに対して鏡像を考え，張
り合わせる．その張り合わせた図において，最初の反射に至る道筋であったA’Eを消し
ておく（次図右参照）．
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折り返す（鏡像）
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次に上図の右で新しくできた反射E→F’→G’の折り返し，鏡像を考えてみる．これは
もちろん元々の反射ではE→F→Gを考えていることになる．今回も同様に，張り合わ
せた後の図では最初の反射に至る道筋のEF’の鏡像を消しておく．
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そして元々のビリヤード台を付け足した総合図を考えると次のようになる．
D
G
A
B”
F P
C
E
B
A”
G”
D，
G，
A，
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最後の3回目の反射F’→G”→B”も考慮に入れた図が次図である．
最初の線であるF’G”の鏡像は消しておく．
今まで同様，3回目
D
G
A
B”　　　　　　　　　　　”
F F，
，，
C
E
D，
f，
`’B
1
H
團
よって今回も［図2］と同様にして，［図至］のA→E→F→G→Bという元々の軌道は，
A→E→F’→G”→1という直線の軌道と同一視することができる．このように，反射
は折り返し（鏡像）を考えることによって，反射のないような直線の軌道に変更できる．
すると次の事実がただちにわかる．『4隅から打った球がどこかの4隅にポケットしてい
るならば，反射のない直線軌道にしたときに，その軌道が付け足していった正方形の頂点
のどこかを通る』．この事実を用いて，定理1を証明しよう．
5．3．3　主定理（定理1）の証明
　次のような座標平面を考える．
6　一幽o’一．．o㌧．．．1・7，一・．・o．二〇・・’．，．，t・o・to．
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3
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この座標平面にビリヤード台の展開図を乗せる．見やすくするために，大元の図と直線だ
けを残すことにする．例えば［図4］ならば次のようになる．この作業をするために正方形
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のサイズを1×1にしておいた意味もある．
ここで『4隅から打った球がどこかの4隅にポケットしているならば，反射のない直線軌
道にしたときに，その軌道が付け足していった正方形の頂点のどこかを通る』を用いると，
ポケットしているときには次のような図になっている．
つまり右にa個目，上にb個目の（a，bは自然数）正方形ビリヤードの頂点を通ったとす
る．すべてのポケットするパターンはこの形になるはずであるから，これで一般化してい
ることになる．そこで（0，0），（a，0），（a，b）でできる三角形ABCに注目するとAB＝a，
BC＝bなのでtanθ＝互と書ける．α，　bは自然数なので，このtanθの値は有理数である．
　　　　　　　　　　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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5．4　長方形のビリヤードとその他の内容
　ここで大元の問題に戻ろう．元々は290×160（cm）のビリヤード台でどのように打て
ばポケットするのかを考えていたのであった．それを一般化して次の場合を考えてみたい．
＜Case　2＞　サイズがa×bの長方形のビリヤード台について考える（a，　bは有理数
でも無理数でも構わない）．この台において，球を4隅のどこかから打ち出すとき，
どのような条件を満たしていたらポケットすることができるだろうか？　ただし台と
ボール（球）との問には摩擦がないものとし，ボールの大きさ・穴の大きさは無視す
ることにする．
ここでも反射の条件（入射角と反射角が等しい）やθの定義は，前セクションを引き継
ぐことにする．この＜Case　2＞も反射を折り返しによる鏡像を考えることによって直線の
軌道に帰着でき，座標平面に乗せることができる．ただし通常とは座標は異なる（長方形
の座標になる．次図参照）．
上の図は右に4つ，上に5つ積み重なってポケットしている図だが，それ一般化して右に
m個，上にn個（m，nは自然数）積み重なってポケットしたとしよう．つまり直線軌道
が（〃ia，　nb）を通る．すると
tan、e＿並．＿⊥．互
　　　ma　　　m　　　α
と書ける・－m・nは自然数なので苦鮪理数であるはって号・㎝θ鮪騰であれe±’ポ
ケットすることになる．よって次を得た．
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　定理2．α，bを正の定数とする．　a×bの大きさの長方形のビリヤード台において，台
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aの4隅から打ち出した球がポケットする条件は一r－　taneの値が有理数となることである．
　　　　　　　　　　　　　aこれは逆も成立する．つまりτtanθが有理数ならばポケットする．
この定理・によれば29・×16・（・m）の台では，拶｝鮪理数なので・結局・anθ鮪
理数であればポケットすることになる．
　ここまでの結果を見ると，有理数が優れていて（？），無理数に良いところがないよう
な気がしてしまうが，そういうわけではない．ビリヤードから離れて，部屋を自動で動く
お掃除マシンのことを考えてみよう（実際にそういうものがあります）．正方形の部屋で
も長方形の部屋でも同じ議論になるので，ここでは正方形の部屋を掃除するマシンを考え
てみる．定理1によると，tanθが有理数であればポケットし，ポケットしているなら有
理数なのであった．よってtanθが無理数ならば4隅を通らないので，いつまでもポケッ
トしない．つまりいつまでも反射し続ける．これは部屋の全てをいきわたることを意味し
ている．口
☆☆舷mθの有理数表示と反射回数の関係
　定理1の証明を見ると，次のことがただちにわかる．ある事実から比較的容易に導かれ
る結果のことを数学では系と呼ぶことが多い．
　系1（定理1の系）．　2つの数α，bを互いに素な自然数とし，正方形のビリヤードに
おいて，tanθ＝互を満たして球を打ち出す（有理数なので球はポケットする）．このと
　　　　　　　a
き，打ち出しとポケットも反射と考えると，球はa＋b回反射する．ただし，tanθ＝bの
ように…θが自顯のときは，・㎝θ一辛と考える・ここでのθはこれまで同様・球の
打ち出しと水平面とのなす角としている．
　自然数a，bが互いに素，というのは，　a，　bのそれぞれの素因数分解を考えたとき，同じ
素数が登場しないということ意味する言葉である．別の言い方をすれば，
　　　　a，　bが互いに素　⇔　互が既約分数（これ以上約分できない分数）
　　　　　　　　　　　　　　　a
となる．例えば・－6，・b－・のときと・－2，・b－・では共に分数の中では÷－9と，
同じ値になるが，a，　bとしてはa＝2，　b＝＝3として欲しいという制約を盛り込んだ，自然
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な条件といえるだろう．また上の系は打ち出しとポケット（球が入る）も反射と考えてい
るので，実際の純粋な反射はa＋b－2回ということになる．打ち出しとポケットも反射
と捉えるのは，最後に紹介する定理3との関連である．
系1の証明．　再び定理1の証明で用いた図に登場してもらう．
y
tanθ＝互より，点（a，　b）を必ず直線は通過し，そこでポケットする．さらに，　a，　bが互
　　　a
いに素なので，（a，b）以前ではポケットしていないこともわかる（考えてみてください）．
反射を直線軌道に変換じていたことから，上図の線分ACと直線x　＝＝1，2，＿，　aおよび直
線y＝1，2，＿，bとのb＋b個の交点が反射を表している．これに座標（a，　b）が二度数え
られていることと，打ち出しの一度を加えることによって，打ち出しとポケットも反射と
とらえた反射回数はa＋b回だといえる．口
　系2（定理2の系）．　2つの数m，nを互いに素な自然数し，　a×bの長方形のビリヤー
　　　　　　a　　　　　　　　nドにおいて，写tanθ＝万を満たして球を打ち出す（定理2より球はポケットする）．こ
のとき，打ち出しとポケットも反射と考えると，球はm＋n回反射する．
　そして，この小論最後の定理を紹介したいと思う．証明は今までの内容から充分可能で
ある．証明を考えてみてください．
　次図のように，正方形の台の途中から球を打ち出すことを考える．
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すると次のように，球が閉軌道を描く（球がある一定の軌道を描き続ける）ことがある．
圃
　定理3．上図のごとく打ち出しの角θをとる（打ち出しの場所は本質的な条件ではな
い）．このとき次が成り立つ．
①tanθの値が有理数のとき，4隅のどこかでポケットするか，閉軌道を描くかのど
　　ちらかになる．
②a，　bを互いに素な自然数とし，伽θ＝互とする．このとき球がポケットしない閉
　　軌道を描いているならば，一巡するまでの打ち出しを含めた反射回数（つまり壁との
　　交点数）は2（a＋b）回である．
例えば圃は伽θ号の図なので，反射回数は・（・＋・）－1・回ということ｝・なる・
この定理の特筆すべき点は，打ち出す位置に依らずtanθが有理数ならば閉軌道になり，
反射回数も定まるという点である．やはり無理数のときは，ビリヤード台の全てを行きわ
たることになる．その結果，奇数の閉軌道は存在しないことになる．口
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　小論の正方形・長方形のビリヤードの話は，参考文献に挙げさせていただいたSerge
Tabachnikovの著書『Geometry　and　Billiards』のほんの一部で，特に証明も書かれていな
い部分を拡大してお話したものです．本の中では様々なビリヤード台，例えば円形・立方
体・トーラスなど，が登場します．分野としては幾何の位相空間論（Topology）や力学系
（Dynamical　System）と特に関連が深いようですが，私の力量不足により深いところはわ
かりません．しかしビリヤード理論というのは数学においてメジャではないものの，特別
マイナな存在というわけではないようです．数多くの数学論文の検索を行なえる
MathSciNetによると1500にもおよぶ『billiards』という単語を含む論文が見つかります
（残念ながらMathSciNetの利用にはかなりの費用がかかりますが）。
　ビリヤード理論を最初に教えてくださったのは早稲田大学の谷山公規先生で，先生の講
義を様々な面で参考にさせていただきました．この小論を執筆するにあたっても，助言を
いただきました．どうもありがとうございます．
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